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1. INTRODUCCIÓN 
Sabemos que el conjunto de los números naturales tiene estructura de semianillo conmutativo. 
El objetivo es ampliar dicho conjunto, ya que ecuaciones del tipo nmx   con 0m  no tienen solución 
en el conjunto de números naturales, y buscamos que tengan solución en algún otro conjunto. 
Este conjunto ampliado ha de estar dotado de una operación interna, la suma, que será una extensión de la 
operación interna suma de los números naturales y que verifique que todo elemento de ese conjunto tenga 
elemento simétrico. 
2. LOS NÚMEROS ENTEROS 
Definición: Sea el conjunto
 
   baba ,, . Sobre este conjunto definimos la relación
  
 :     cbdadcba  ,, . (Consideremos el par definido  ba,  como 
ba  ).
 
Proposición: La relación   definida anteriormente es una relación de equivalencia. 
Demostración: 
Es reflexiva: 
abba  , porque el conjunto de los números naturales es conmutativo  
 
Es simétrica: 
       badcadbcdacbcbdadcba ,,,,   
 
Es transitiva: 
   
   















   , ,a b a b 
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Corolario: La relación   sobre   define un conjunto cociente cuyos elementos son las clases de 
equivalencia   ba,  donde          banmnmba ,,,,  . 
 
Definiciones: Se llama número entero a cada una de las clases de equivalencia y conjunto de los números 




Observación: Sabemos que toda clase de equivalencia queda determinada dando un representante 
cualquiera de la misma. 
Por convenio, los representantes de las clases de equivalencia serán aquellas pares ordenados que tengan al 
menos una de sus componentes nula, ya que dado un número entero existe un representante suyo en el que 
una de las coordenadas es cero. 
Demostración: Veamos tres casos: 
 
A.  ba  0m , tal que    0,, mbamba  .       bbmbm ,0, . 
Al representante de   0,m  lo denotaremos por m  ó simplemente m . 
    positivosenterosnúmeroslosdeconjuntomm  0,
. 
 
B.  0 nba , tal que    nbabna ,0,  .       anaan ,,0 . 
Al representante de   n,0  lo denotaremos por n . 
    .,0 negativosenterosnúmeroslosdeconjuntonn 
 
 
C.    0,0,  baba .       aaa,0,0 . 
Al representante de   0,0  lo denotamos por 0. 
Así, tenemos que el conjunto de números enteros   es el siguiente:  
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Observaciones: 
1) Según lo visto cualquier número entero tiene un representante de la forma   0,n ,   n,0  ó   0,0 . El 
primero se representará por n . El segundo, que es el opuesto del elemento n  lo representaremos por 
n . Notar que    00,00  , número al que llamaremos cero. Utilizaremos en adelante esta 
notación simplificada cuando sea conveniente. 
2) Los números enteros que tienen signo -, se denominan números negativos y los que no lo tienen 
número positivos. El número cero puede considerarse positivo o negativo. 
3) Usaremos para la clase del elemento  ba,  que escribíamos como   ba,  la nueva notación  ba, . 
Proposición: El conjunto   es una extensión del conjunto  . 
Demostración: Basta ver que .  
  00  
 
     0,0 nn  
 
EL GRUPO ADITIVO DE LOS NÚMEROS ENTEROS 
Vamos a definir en   la operación suma para dotar al conjunto de los números enteros de estructura de 
grupo. 
Definimos la suma en   como:      dbcadcba  ,,, . 
Proposición: La suma así definida no depende del representante elegido. 
Demostración: 
Sean     babaabbababa  ,,  
Sean     dcdccddcdcdc  ,,  
Veamos que          dcbadcba  ,,,, : 
 dbcadbcadcbadcba  
             dcbadcbadbcadbca  ,,,,,,  
Proposición: La suma así definida verifica: 
Propiedad conmutativa:  
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               badcbdacdbcadcbadcba ,,,,,,:,,,   
Propiedad asociativa: 
                   fedcbafedcbafedcba ,,,,,,:,,,,,   
Existencia de elemento neutro: 
     dcba ,,
 tal que      badcba ,,,  . Se tiene que    0,0, dc  y se llama elemento 
neutro de la suma. 
Existencia de elemento simétrico: 
     dcba ,,
 tal que      0,0,,  dcba . Dicho elemento  dc,  es  ab,  se llama elemento 
simétrico de  ba,  y se denotará  ba, . Con la notación n , su simétrico es  n . 
Corolario: Por tener las propiedades vistas en la proposición anterior, tenemos que  ,  tiene estructura 
de grupo conmutativo. 
Proposición:  rqp ,, ; rqrpqp   
Demostración: 
 
   













Observación: Veamos como se realiza la suma de dos números enteros. 
Sean nm, : 
 
           nmnmnmnm  0,0,0,  
 
           nmnmnmnm  ,0,0,0  
Para sumar un número entero positivo y otro número entero negativo vamos a distinguir dos casos: 
a) Si cnmquetalcnm  . Entonces: 
              ccncnnmnmnm  0,,,,00,  
b) Si cmnquetalcnm  . Entonces: 
              cccmmnmnmnm  ,0,,,00,  
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Resumiendo: 
Para sumar dos números enteros del mismo signo se suman los números sin el signo y se pone luego el signo 
inicial. 
Para sumar dos números enteros de distinto signo, se restan los números sin el signo (el de mayor valor 
absoluto menos el de menor valor absoluto) y al resultado se le pone el signo del número que tiene mayor 
valor al suprimir el signo. 
 
Definición: Se llama valor absoluto de un número entero al número que se obtiene suprimiendo el signo a 
dicho número entero, si lo tuviera. El valor absoluto de un número entero a  se representa por 
a
. 
Ejemplos: 00;33;55;77   
 
Consecuencias: 
1) Existe una operación inversa de la operación suma, que llamaremos diferencia:  
 nmnmnm  :,  
2) La ecuación  nmnmx ,, , es resoluble en  , siendo dicha solución:   mnmnx   
 
 
EL SEMIGRUPO MULTIPLICATIVO DE LOS NÚMEROS ENTEROS 
Definamos en   una operación producto para dotarlo de estructura de semigrupo conmutativo con 
elemento unidad. 
Definimos la multiplicación en   como:      bcadbdacdcba  ,,,  
Proposición: El producto así definido verifica las siguientes propiedades: 
Propiedad conmutativa:     :,,,  dcba         badcdcba ,,,,   
Propiedad asociativa: 
      :,,,,,  fedcba               fedcbafedcba ,,,,,,   
Existencia de elemento neutro: 
         badcbaquetaldcba ,,,,:,  . Dicho elemento es     10,1, dc  
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y se llama elemento neutro del producto. 
Distributiva del producto respecto a la suma:  
      :,,,,,  fedcba                febadcbafedcba ,,,,,,,  . 
Corolario: 
Por tener las propiedades conmutativa, asociativa y elemento neutro, se dice que el conjunto de los 
números enteros con la operación producto  ,  constituye un semigrupo conmutativo y unitario. 
Además, por verificar la propiedad distributiva del producto respecto a la suma, se tiene que   ,,  tiene 
estructura de anillo conmutativo unitario. 
Proposición: 
1)   no posee divisores de cero, es decir: 000  nómnm  
Demostración:  
Si el producto de dos números enteros es cero, el producto de sus valores absolutos es cero, y como los 
valores absolutos son números naturales y el conjunto  , no posee divisores de cero, entonces alguno de los 
valores absolutos es cero, luego algún factor es cero.  
2) 00,  mquetienesem  









Nota: como   ,,  es un anillo conmutativo y con elemento unidad y no tiene divisores de cero, se tiene 
que   ,,  es un dominio de integridad. 
Observación: Veamos como se realiza la multiplicación de números enteros. Veamos varios casos: 
          nmnmnmnm  0,0,0,  
          nmnmnmnm  ,0,00,  
          nmnmnmnm  ,00,,0  
          nmnmnmnm  0,,0,0  
Resumiendo obtenemos la llamada regla de los signos: 
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Para multiplicar dos números enteros se multiplican sus valores absolutos y se coloca al resultado obtenido 
el signo positivo (+) si los dos factores tienen el mismo signo ó el signo negativo (-) si los dos factores tienen 
distinto signo. 
 
INMERSIÓN DE   EN   
Proposición: El conjunto  , con las operaciones de suma y producto definidas anteriormente es una 
extensión del conjunto   con sus dos operaciones suma y producto. 







Veamos que es inyectiva y que es un homomorfismo. 
f inyectiva: 
        .000,0,,, nmnmnmnmconnfmf   
f homomorfismo: 
           nfmfnmnmnmfnm  0,0,0,,,  
           nfmfnmnmnmfnm  0,0,0,,,  
Así, se puede identificar cada número natural con su imagen y considerar que los números naturales son 
parte de los números enteros. 
 
 
ORDENACIÓN DE LOS NÚMEROS ENTEROS 
 
Definición: Sean ba, . Se dice que  baba . 
Proposición: El orden de los números enteros tiene las siguientes propiedades: 
a) Reflexiva: aaa  :  
b) Antisimétrica: Si baabyba   
c) Transitiva: Si cacbyba   
d) Conexa: abóbaba  , , es decir, todos los elementos de   son comparables. 
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 Dado que el conjunto de los números enteros cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y 
transitiva, el conjunto   es un conjunto ordenado. 
 Como el conjunto de los números enteros cumple la propiedad conexa, se tiene que el conjunto   es 
un conjunto totalmente ordenado. 
Propiedades: El orden de los números enteros verifica junto con las operaciones las siguientes propiedades: 
a) cbcabaconcba  ,,  
b) cbcacybaconcba  0,,  
Nota: El resumen de todas las propiedades expresadas para el conjunto de los números enteros se hace 
diciendo que se trata de un anillo ordenado. 
 
3. CONCLUSIÓN 
Es importante tener en cuenta la existencia de los números enteros, ya que los números negativos aparecen 
en muchas situaciones reales (cuando en invierno hablamos de temperaturas que están por debajo de cero 
grados centígrados, cuando queremos indicar los metros bajo el nivel del mar a los que se encuentra un 
submarino, cuando queremos referirnos a las plantas de un sótano…). 
Por ello la importancia de ampliar el conjunto de los números naturales y conocer con soltura sus 
operaciones.  ● 
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